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RE´SOLUTION DU ∂∂¯ POUR LES FORMES
DIFFE´RENTIELLES AYANT UNE VALEUR AU BORD AU
SENS DES COURANTS DE´FINIES SUR UN DOMAINE
LE´VI-PLAT NON BORNE´ DE Cn
SOUHAIBOU SAMBOU & SALOMON SAMBOU & WINNIE OSSETE INGOBA
Re´sume´. On re´sout le ∂∂¯ pour les formes diffe´rentielles admettant une
valeur au bord au sens des courants de´finies sur un domaine Le´vi-plat
non borne´ de Cn dont son comple´mentaire est aussi Le´vi-plat et non
borne´ .
ABSTRACT. We solve the ∂∂¯-problem for a form with distribution boun-
dary value on a Levi flat unbounded domain of Cn with the complemen-
tary is also Levi flat and unbounded.
Mots cle´s : L’ope´rateur ∂∂¯, Cohomologie de De Rham, Courant pro-
longeable, Valeur au bord, domaine Le´vi-plat.
Classification mathe´matique 2010 : 32F32.
Introduction
Soit Ω ⊂⊂ Cn un domaine. Dans cet article, on s’inte´resse a` la re´solution
du ∂∂¯ dans le cadre des formes diffe´rentielles ayant une valeur au bord au
sens des courants.
Ayant Obtenue des re´sultats dans les cas ou` :
- Ω est un domaine e´toile´ strictement pseudoconvexe de Cn et dans son
comple´mentaire dans [6].
- Ω est un domaine contractile comple´tement strictement pseudoconvexe
d’une varie´te´ analytique complexe et dans son comple´mentaire dans
[7].
On se demande si c’est possible d’obtenir des re´sultats dans le cas ou` Ω est
un domaine non borne´ de Cn dont son comple´mentaire est non borne´ et
ve´rifiant Hj(Ω) = Hj(bΩ) = 0 pour 1 ≤ j ≤ n− 1.
Pour re´pondre a` cette question, la de´marche classique est de re´soudre
l’e´quation du = f ou` u et f sont des formes diffe´rentielles ayant une va-
leur au bord au sens des courants et ensuite re´soudre le ∂ et le ∂¯ pour les
de´compositions de la solution obtenue. Il est donc inte´ressant d’avoir des
conditions topologiques et ge´ome´triques sur Ω pour obtenir des solutions du
d, ∂ et du ∂¯ pour les formes diffe´rentielles ayant une valeur au bord au sens
des courants. Le re´sultat obtenu dans ce sens est le suivant :
The´ore`me 0.1. Soit Ω = {z = (z1, · · · , zn) ∈ C
n : Im(zn) > 0} un do-
maine, alors pour toute (p, q)-forme diffe´rentielle f de classe C∞, d-ferme´e
admettant une valeur au bord au sens des courants et de´finie sur Ω, il existe
1
2 S. SAMBOU & S. SAMBOU & W. O. INGOBA
une (p − 1, q − 1)-forme diffe´rentielle g de classe C∞ de´finie sur Ω ayant
une valeur au bord au sens des courants telle que ∂∂¯g = f .
1. Pre´liminaires et notations
De´finition 1.1.
Soit Ω ⊂⊂ Cn un domaine a` bord lisse de classe C∞ de fonction de´finissante
ρ. Posons Ωε = {z ∈ Ω/ρ(z) < −ε} ou` bΩε de´signe le bord de Ωε.
Soit f une fonction de classe C∞ sur Ω. On dit que f admet une valeur au
bord au sens des distributions, s’il existe une distribution T de´finie sur le
bord bΩ de Ω telle que pour toute fonction ϕ ∈ C∞(bΩ), on ait :
lim
ε→0
∫
bΩε
fϕεdσ =< T,ϕ >
ou` ϕε = i
∗
εϕ˜ avec ϕ˜ une extension de ϕ a` Ω et iε : bΩε → C
n l’injection
canonique ; dσ de´signe l’e´le´ment de volume.
Une forme diffe´rentielle de classe C∞ sur Ω admet une valeur au bord au
sens des courants si ses coefficients ont une valeur au bord au sens des
distributions.
De´finition 1.2. Soit Ω ⊂⊂ Cn un domaine. Un courant T de´fini sur Ω est
dit prolongeable s’il existe un courant T˜ de´fini sur Cn tel que T˜|Ω = T .
Notation 1. Soit Ω ⊂⊂ Cn un domaine, on note Hˇr(Ω) le rie`me groupe de
cohomologie de De Rham des courants prolongeables de´finis sur Ω, Hr(Ω) le
rie`me groupe de cohomologie de De Rham des formes diffe´rentiables de classe
C∞ de´finies sur Ω et Hr(bΩ) le rie`me groupe de cohomologie de De Rham
des formes diffe´rentiables de classe C∞ de´finies sur bΩ. Le rie`me groupe de
cohomologie de De Rham des formes diffe´rentielles ayant une valeur au bord
au sens des courants sur Ω est note´ H˜r(Ω).
2. Re´solution du d pour les formes diffe´rentielles ayant une
valeur au bord au sens des courants
On conside´re X = Rn+1 et
Ω = {x ∈ Rn+1 : xn+1 > 0} ⊂ R
n+1
un domaine contractile et bΩ = {x ∈ Rn+1 : xn+1 = 0}, son comple´mentaire
Ωc = Rn+1 \ Ω¯ = {x ∈ Rn+1 : xn+1 < 0}.
Ω est un domaine convexe non borne´ et son comple´mentaire Ωc est aussi
convexe et non borne´. On a donc Hj(Ω) = 0 et Hj(bΩ) = 0 pour 1 ≤ j ≤
n− 1.
The´ore`me 2.1. Soit f une r-forme diffe´rentielle de classe C∞, d-ferme´e
admettant une valeur au bord au sens des courants et de´finie sur Ω. Alors
il existe une (r− 1)-forme diffe´rentielle g de classe C∞ de´finie sur Ω ayant
une valeur au bord au sens des courants telle que dg = f .
De´monstration. D’apre`s [4], si f est une forme diffe´rentielle ayant une valeur
au bord au sens des courants sur Ω alors [f ] est un courant prolongeable.
D’apre`s [1], Hˇr(Ω) = 0, il existe un (r − 1)-courant prolongeable u de´fini
sur Ω tel que du = f . Soit S une extension sur Rn+1 de u a` support dans
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Ω¯, conside´rons le courant F de´fini par F = dS qui est un prolongement de
f sur Rn+1. D’apre`s ([3] page 40) on a
S = RS +AdS + dAS.
Or dS = F ⇒ dS = d(RS + AdS) = F donc (RS + AdS)|Ω est une autre
solution de l’e´quation du = f . Or (RS) est une forme diffe´rentielle de classe
C∞ sur Ω¯ donc admet une valeur au bord au sens des courants. Puisque A
n’augmente pas le support singulier et dS|Ω est de classe C
∞ alors AdS|Ω
est aussi de classe C∞. Donc la solution RS +AdS est de classe C∞ sur Ω.
Il reste a` montrer que AdS admet une valeur au bord au sens des courants
sur Ω. Comme Ω¯ n’est pas borne´, on conside´re la boule B¯(o, r) de Rn+1 avec
B¯(o, r) ∩ bΩ 6= ∅.
Donc dS|(B¯(o,r)∩Ω¯) est un courant prolongeable d’ordre fini et AdS|(B¯(o,r)∩Ω)
admet une valeur au bord au sens des courants comme dans [6].
Ainsi (RS + AdS)B¯(o,r)∩Ω) admet une valeur au bord au sens des courants
et d(RS +AdS)|(B¯(o,r)∩Ω) = f .
Soit (B¯(o, n))n∈N une famille de boule de R
n+1 avec ∀ n ∈ N, B¯(o, n)∩bΩ 6= ∅
et bΩ ⊂ ∪n∈NB¯(o, n). On a sur chaque B¯(o, n) ∩ Ω, RS + AdS admet une
valeur au bord Vn au sens des courants sur B¯(o, n) ∩ bΩ.
Sur B¯(o, n+ 1) ∩Ω, RS +AdS admet une valeur au bord Vn+1 au sens des
courants sur B¯(o, n+1)∩ bΩ. Donc d(Vn+1−Vn) = 0 sur B¯(o, n)∩ bΩ. On a
B¯(o, n) = {x ∈ Rn+1/x21 + x
2
2 + · · · + x
2
n+1 ≤ 1}
B¯(o, n) ∩ bΩ = {x ∈ Rn/x21 + x
2
2 + · · ·+ x
2
n ≤ 1}
donc ∀ n ∈ N, B¯(o, n)∩ bΩ est un convexe de Rn, alors il existe un (0, r−1)-
courant hn de´fini sur B¯(o, n) ∩ bΩ tel que Vn+1 − Vn = dhn.
Soit χ ∈ C∞(bΩ) qui est identiquement e´gale a` 1 sur B¯(o, n − 1) ∩ bΩ et a`
support compact sur B¯(o, n + 1) ∩ bΩ.
Vn+1 − d(1− χ)hn = Vn + d(χhn) sur B¯(o, n) ∩ bΩ.
Posons Tn+1 = Vn+1 − d(1 − χ)hn et Tn = Vn + d(χhn).
Ainsi
T = lim
n→+∞
Tn
est une valeur au bord de RS +AdS au sens des courants sur bΩ.
Posons g = (RS + AdS)|Ω, alors g est une (0, r − 1)-forme diffe´rentielle de
classe C∞ de´finie sur Ω ayant une valeur au bord au sens des courants et
dg = f . 
3. Re´solution du ∂∂¯ pour les formes diffe´rentielles ayant une
valeur au bord au sens des courants
Conside´rons le cas ou`
Ω = {z = (z1, · · · , zn) ∈ C
n : Im(zn) > 0}
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On donne le re´sultat suivant de re´solution du ∂¯ pour les formes diffe´rentielles
ayant une valeur au bord au sens des courants :
The´ore`me 3.1. Soient Ω = {z = (z1, · · · , zn) ∈ C
n : Im(zn) > 0} et f
une (0, r)-forme diffe´rentielle de classe C∞, ∂¯-ferme´e admettant une valeur
au bord au sens des courants et de´finie sur Ω avec 1 ≤ r ≤ n. Il existe une
(0, r− 1)-forme diffe´rentielle g de classe C∞ de´finie sur Ω ayant une valeur
au bord au sens des courants telle que ∂¯g = f .
De´monstration. D’apre`s [4], [f ] est un courant prolongeable. D’apre`s [1], on
a Hˇ0,r(Ω) = 0 donc il existe un courant prolongeable u de´fini sur Ω tel que
∂¯u = f . Soit S une extension a` Cn de u a` support dans Ω¯, conside´rons le
courant F de´fini par F = ∂¯S qui est un prolongement de f a` Cn. D’apre`s la
formule du ∂¯-homotopie de [2], on a
S = RεS +AεF + ∂¯AεS.
⇒ ∂¯S = ∂¯(RεS+AεF ) = F . Ainsi (RεS+AεF )|Ω est une autre solution de
l’e´quation ∂¯u = f . (RεS) est une forme diffe´rentielle de classe C
∞ a` support
dans Ω¯ donc admet une valeur au bord au sens des courants. L’ope´rateur
Aε est modulo un terme lisse qui est l’ope´rateur K de Bochner-Martinelli et
puisque f est de classe C∞ alors Aε∂¯S|Ω est de classe C
∞.
Il reste a` montrer que Aε∂¯S restreinte a` Ω admet une valeur au bord au
sens des courants sur Ω. Comme Ω¯ n’est pas borne´, on conside´re un com-
pact K ⊂ Cn avec
◦
K 6= ∅ et
◦
K ∩ bΩ 6= ∅. Donc ∂¯S|(K∩Ω¯) est un courant
prolongeable d’ordre fini et Aε∂¯S
|(
◦
K∩Ω)
admet une valeur au bord au sens
des courants comme dans [5]. Ainsi (RεS + Aε∂¯S)
|(
◦
K∩Ω)
admet une valeur
au bord au sens des courants et ∂¯(RεS +Aε∂¯S)
|(
◦
K∩Ω)
= f .
Soit (Kn)n∈N une famille exhaustive de compacts de C
n avec ∀ n ∈ N
◦
Kn 6= ∅
,
◦
Kn∩bΩ 6= ∅ et bΩ ⊂ ∪n∈NKn. On a sur chaque
◦
Kn∩Ω, RεS+Aε∂¯S admet
une valeur au bord Un au sens des courants sur
◦
Kn ∩ bΩ.
Sur
◦
Kn+1 ∩ Ω, RεS + Aε∂¯S admet une valeur au bord Un+1 au sens des
courants sur
◦
Kn+1 ∩ bΩ.
Donc ∂¯b(Un+1−Un) = 0 sur
◦
Kn∩bΩ. Puisque le bord est Le´vi-plat, alors sur
chaque
◦
Kn ∩ bΩ, il existe un (0, r− 1)-courant Vn tel que Un−1−Un = ∂¯bVn
Soit χ ∈ C∞(bΩ) qui est identiquement e´gale a` 1 sur
◦
Kn−1∩bΩ et a` support
compact sur
◦
Kn+1 ∩ bΩ.
Un+1 − ∂¯b(1− χ)Vn = Un + ∂¯b(χVn) sur
◦
Kn ∩ bΩ.
Posons hn+1 = Un+1 − ∂¯b(1− χ)Vn et hn = Un + ∂¯b(χVn).
Ainsi
h = lim
n→+∞
hn
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est une valeur au bord de RεS +Aε∂¯S au sens des courants sur bΩ.
Posons g = (RεS +Aε∂¯S)|Ω, alors g est une (0, r− 1)-forme diffe´rentielle de
classe C∞ de´finie sur Ω ayant une valeur au bord au sens des courants et
∂¯g = f . 
Exemple 3.1. Exemple d’une famille exhaustive compact de Cn est
(B¯(o, n))n∈N.
De´monstration. (De´monstration du the´ore`me 0.1)
Soit f une (p, q)-forme diffe´rentielle de classe C∞, d-ferme´e de´finie sur Ω
ayant une valeur au bord au sens des courants. D’apre`s le the´ore`me 2.1,
H˜p+q(Ω) = 0 alors il existe une (p + q − 1)-forme diffe´rentielle u de classe
C∞ ayant une valeur au bord au sens des courants telle que du = f .
Sans perte de ge´ne´ralite´, u se de´compose en une (p−1, q)-forme diffe´rentielle
u1 de classe C
∞ ayant une valeur au bord au sens des courants et en une
(p, q − 1)-forme diffe´rentielle u2 de classe C
∞ ayant une valeur au bord au
sens des courants. On a
du = d(u1 + u2) = du1 + du2 = f .
Comme d = ∂ + ∂¯, on a pour des raisons de bidegre´ ∂u2 = 0 et ∂¯u1 = 0.
D’apre`s le the´ore`me 3.1, il existe une (p− 1, q− 1)-forme diffe´rentielle h1 de
classe C∞ ayant une valeur au bord au sens des courants telle que ∂¯h1 = u1
et une (p− 1, q− 1)-forme diffe´rentielle h2 de classe C
∞ ayant une valeur au
bord au sens des courants telle que ∂h2 = u2. On a donc ∂u1 + ∂¯u2 = f
⇒ ∂∂¯h1 + ∂¯∂h2 = f
∂∂¯(h1 − h2) = f .
Posons g = h1 − h2, alors g est une (p − 1, q − 1)-forme diffe´rentielle de
classe C∞, de´finie sur Ω ayant une valeur au bord au sens des courants et
∂∂¯g = f . 
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